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Résumé : 
 
Dans ce travail nous avons essayé de décrire mathématiquement la turbulence stationnaire homogène à 
partir des équations de Navier-Stokes, en s’affranchissant des hypothèses classiques basées sur 
l’intuition. En particulier, nous avons utilisé les propriétés de symétrie de l’équation d’Euler. La 
démarche consistait à associer l’état turbulent stationnaire aux solutions spécifiques auto-similaires 
périodiques de l’équation d’Euler soumises aux symétries fondamentales de translation, de rotation et 
d’échelle. Pour un tel champ turbulent, il s’ensuit un résultat significatif : dans le cas homogène, la 
composition des transformations, liées aux symétries de translation, de rotation et d’échelle, équivaut à 
passer d’une épaisseur du filtrage de vitesse à une autre, plus grande. Cette propriété de passage « du 
micro à macro » a été appelée l’invariance de groupe de renormalisation. Elle a permit d’obtenir une 
forme renormalisée des équations de Navier-Stokes. Ici, la viscosité turbulente apparaît à partir de la 
viscosité laminaire et non suite aux contraintes de type Reynolds exprimées habituellement en fonction 
des gradients de vitesse moyens à l’aide de l’hypothèse de Boussinesq.  
 
Abstract : 
 
On the basis of the Euler equation and its symmetry properties, this paper proposes the model of 
stationary homogeneous developed turbulence. The regularized averaging formula for the product of two 
fields is obtained. The equation for the averaged turbulent velocity field is derived from Navier-Stokes 
equation by renormalization group transformation. From the fundamental point of view, this model 
explains why at small scales, the reduced statistical description of turbulent dynamics is, in principle, 
possible. It turns out from this model that the turbulent viscosity term appears not from the averaging of 
the non-linear term in Navier-Stokes equation but from the laminar viscous term in this equation. The 
obtained equation is similar to the well-known LES-formulation, but provides for a completely different 
insight on the LES-formulation. 
 
 
Mots-clefs :  
 
turbulence homogène, renormalisation, groupes de symétrie  
 
1 Schématisation de la turbulence 
 
 En matière de la turbulence, nous pourrions traduire “Kadanoff’s block picture” de champ 
de spin (voir Wilson, 1971) de la façon suivante : si, au lieu d’un champ turbulent de vitesse 
instantanée ( )rv , on considère un champ de vitesse moyennée ( )rv
σ
 (σ  étant l’épaisseur de 
filtrage), le champ moyenné comportera des similitudes avec le champ turbulent d’origine ( )rv . 
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La signification exacte de cette « ressemblance » doit être définie selon le groupe de 
transformations de ces deux champs et de leurs équations.  
C’est à cette optique, que nous avons proposé dans Saveliev & Gorokhovski (2005) une description 
mathématique de la turbulence stationnaire homogène, en se basant uniquement sur les équations 
classiques de la mécanique des fluides.  
Dans cette description, les deux points essentiels sont :  
 
(i) l’état turbulent dynamiquement stationnaire est associé aux solutions périodiques auto-similaires 
de l’équation d’Euler, soumises aux symétries fondamentales de translation Vrr τ+→  , 
( ) ( )tt ,, Vruru τ+→  ; de rotation uurr ΩΩ ×× →→ ττ ee ,  ; et d’échelle 






→→
a
aa
r
uurr , . Ces trois transformations spatiales de symétrie constituent un groupe de 
transformations simultanées du champ de vitesse : translation de vitesse  
( ) ( )tte ,, vruruv ττ +=∇⋅ ; sa rotation  ( )[ ] ( )ruu ΩΩrΩΩ ×−×∇×⋅−× = τττ eee ; et, avec βτ=aln , 
son étirement/compression  ( ) ( ) ( )rurur βτβτβτ −∇⋅− = eee 1 . Ici VΩ,,β  sont les paramètres de 
transformation, respectivement : les taux d’étirement ou de compression d’échelle, de rotation et de 
translation. Ainsi la transformation spatiale du champ de vitesse s’effectue par la combinaison 
linéaire de générateurs de translation, de rotation et de similitude d’échelle: 
 
( ) ( ) ( ) ( )teteee q ,, ˆ1 ruruΩrΩvr ττττβτ ≡×+∇×⋅−∇⋅−∇⋅−  
 
Une solution auto-similaire n’implique la dépendance temporelle qu’à travers les paramètres de 
transformations spatiales de symétrie VΩ,,β , i.e. : 
 
   
( ) ( ) ( ) ( )0,,ˆ ,, 0 tret qtt uru VΩβ−=          (1) 
 
où 0t  est une constante. L’application ultérieure de transformation spatiale de symétrie au champ 
de vitesse (1) équivaut à son avancement en temps :  
 
( ) ( ) ( ) ( )τττ +== −+ ttete qttq ,,, 0ˆˆ 0 rururu        (2) 
 
Les propriétés de symétrie des équations d’Euler ont été démontrées dans le livre de Frish (1995). 
A la différence avec Frish (1995), dans notre travail nous-nous adressons aux solutions des 
équations d’Euler qui évoluent selon les transformations spatiales de symétrie (1), (2). Nous 
attribuons ces solutions à la turbulence. Pour une telle turbulence et selon les propriétés des 
équations d’Euler, il s’ensuit, que à l’état stationnaire, le changement d’échelle spatiale 0σ  vers 
une échelle σ  plus grande, équivaudra à la composition de transformations d’échelle, de 
translation et de rotation : 
 
σσ
τ uu =
0
qˆe           (3) 
 
où a=
σ
σ 0
 . 
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. 
(ii) la propriété (3) permet de transformer les équations de Navier-Stokes moyennées sur 
une petite échelle 0σ  à leur forme moyennées sur une échelle plus grande σ  (« passage du 
micro à macro »). Pour obtenir cette renormalisation, la première étape a consisté à obtenir une 
formule renormalisée de la moyenne de covariance de deux champs. 
 
2 Formule de la moyenne de covariance de deux champs 
 
 Considérons deux fonctions ( )xu  et ( )xv  en fonction d’une variable réelle x , qui 
prend toutes les valeurs de ∞−  à ∞ . La moyenne de chacune des deux fonctions s’écrit : 
( ) ( ) ( ) xdxxxx ′′−Ψ′= ∫
+∞
∞−
uu , où ( )xx ′−Ψ  est une fonction de filtrage. Dans le cas où cette 
dernière est une gaussienne ( ) σσ
piσ
4/2
4
1 xex −=Ψ , la moyenne est définie par la transformée 
de Gauss  : ( ) ( ) ( ) uˆuu σGxdxxxx =′′−Ψ′= ∫
+∞
∞−
, où σGˆ  représente l’opérateur de 
transformation de Gauss. Une distribution gaussienne vérifie l’équation de diffusion 
( ) ( )xx σσσ Ψ∇=Ψ∂
∂ 2
, où 2
2
2
x∂
∂
=∇ . Par conséquent, l’opérateur σGˆ  peut être exprimé sous 
une forme exponentielle: 
 
2
ˆ
∇
=
σ
σ eG                  (4)     
 
où la propriété de translation est apparente : 
2121
ˆˆˆ
σσσσ += GGG . La transformée de Gauss se 
réécrit donc : 
 
( ) uu 2∇= σex                                (5)
              
et le produit moyen des deux fonctions s’énonce de la même façon :  
 
( ) ( ) ( )xxex uvuv 2∇= σ                 (6) 
 
Rappelons la formule de Leonard (1974)  qui traduit (6) en fonction de moyennes de ( )xu  et 
( )xv  : 
 
( ) ( ) ( )








∂
∂








∂
∂
== ∑
∞
∇
n
n
n
n
n
xxn
xxe σσ
σ
σ σ
uv
2
!
1
vuuv
0
2
            (7) 
 
Si les fonctions ( )xu  et ( )xv  sont lisses, les premiers termes de ce développement assurent une 
bonne approximation. Par contre, la moyenne de fonctions fortement oscillantes nécessite la 
prise en compte de tous les termes (7). Afin d’éviter ce problème, nous avons analysé (6) par sa 
représentation en série de Taylor, avec un terme résiduel pris sous une forme intégrale. Cela 
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nous a permit d’exprimer la moyenne (6) par une nouvelle formule (voir Saveliev & 
Gorokhovski, 2005). Cette formule donne pour 1=n : 
 
( ) ( )
σσσσ
σ
σσσ
σ σ
′−
′′
∇ ∇⋅∇′+== ∫ uv2uvvuuv
0
2
dxxe                     (8) 
 
et pour 2=n  :  
 
( ) ( )
σσσσ
σ
σσσσ
σ
σσσ
σ
σσ
σ
′−
′′
′
−
′′
∇
∇∇⋅∇∇′′+
∇⋅∇′+==
∫
∫
uv22
uv2uvvuuv
0
0
2
d
dxxe
           (9) 
 
L’avantage de ces nouvelles expressions est que la contribution des échelles de taille inférieure 
à celle du filtre apparaît sous une forme régularisée. Ceci se démontre par un exemple 
d’application. Considérons un volume de contrôle et supposons que son mouvement est 
constitué de trois composants : translation, rotation de type corps solide et étirement homogène. 
Autrement dit, la vitesse du volume considéré iu  se décompose en trois parties : une vitesse 
constante de translation iw , une de rotation jij ra , ( iw  et ija  peuvent varier d’un point à 
l’autre), et une vitesse aléatoire isotrope rndiu  :  
 
( ) ( )rurawu rndijijii ++=r              (10) 
 
Remarquons qu’une telle distribution vérifie : rndimliml uu ∇∇=∇∇ . Par conséquent, 
l’application de (9) pour un champ-modèle (10) vérifie une expression exacte de déviateur des 
contraintes turbulentes: 
 





 ∇∇−∇∇+
−=−
σσσσ
σσσσσσ
δσ
δδ
212111
11
3
12
3
1
3
1 2
llllikklil
llikkiikki
uuuu
uuuuuuu
       (11)  
 
3 Renormalisation des équations de Navier-Stokes  
 
         Considérons maintenant une échelle spatiale 0σ  de filtrage, de telle sorte qu’à l’échelle 
supérieure, 0σσ > , la turbulence suit le scénario (1) - (3). A l’échelle inférieure de 0σ , 
0σσ ≤ , nous supposons que, dû aux effets visqueux, les propriétés de symétrie imposées à la 
turbulence, disparaissent et les fluctuations de vitesse deviennent isotropes de sorte que (11) soit 
applicable. Ainsi la moyennisation des équations de Navier-Stokes sur 0σ  donne : 
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( ) 0;2
0;0:
0000000
2
0
2
0
2
=⋅∇∇=′∇+∇∇+⋅∇+
∂
∂
⇒=⋅∇=∇−∇+⋅∇+
∂
∂∇
σσσσσσσ
σ
νσ
ν
uuuuuuu
uuuuu
p
t
p
t
e
ll
(12) 
 
L’estimation de 0σ , la plus simple, se base sur l’analyse de dimensions à l’équilibre 
étirement/dissipation visqueuse : 
 
[ ] 2/1
0
00 σσσ
ν
ikik SSc= , où ( )
000 2
1
σσσ ikkiik uuS ∇+∇=          (13) 
 
Avec (13), l’équation de Navier-Stokes, moyennée sur 0σ  prend la forme suivante : 
 
( ) ( )
000000
2
002 σσσσσσ σνσ uuuuuu ∇=′∇+∇∇+⋅∇+∂
∂
turbll pt
       (14) 
 
où  
 
( ) [ ] νσσν
σσ
==
2/1
00
00
ikikturb SSc              (15) 
 
Appliquons maintenant les transformations spatiales de symétrie qe ˆτ  à l’équation (14) en 
prenant en compte (3) et les transformations suivantes : 
 
( ) ( ),/ 2020ˆ aae turbturbq σνσντ =  ( ) σστστ uuu 22ˆ222ˆ 11 00 ∇=∇=∇ aeae qq        (16) 
 
On obtient alors une forme renormalisée des équations de Navier-Stokes pour les échelles de 
filtrage 0σσ >  : 
 
( ) ( ) 0;2 2 =⋅∇∇=′∇+∇∇+⋅∇+
∂
∂
σσσσσσσ
σνσ uuuuuuu turbll pt
       (17) 
 
où  
 
( ) [ ] 2/1
σσ
σσν ikikturb SSc=               (18) 
 
Les équations (16) sont similaires à celles de LES (voir Kim & Moin, 1982, par exemple) 
Cependant dans (16) la viscosité turbulente apparaît à partir du terme avec la viscosité laminaire 
et non suite aux contraintes de type Reynolds exprimées habituellement en fonction des 
gradients de vitesse moyens à l’aide de l’hypothèse de Boussinesq.  
L’invariance de (16) a été obtenue suite aux propriétés de notre modèle où le changement 
d’échelle de filtre se manifeste ainsi :   
 
18ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007 
6 
2
0
2
2
02
2
0
2
0
0 /
ˆˆˆ
a
aqaqq eeeeee
σ
δ
τ
δ
δτ
σ
τ uuuuu ====
∇∇∇
          (19) 
 
 
4 Conclusions 
 
Dans ce travail nous avons essayé de décrire mathématiquement la turbulence stationnaire 
homogène à partir des équations de Navier-Stokes, en s’affranchissant des hypothèses 
classiques basées sur l’intuition. En particulier, nous avons utilisé les propriétés de symétrie de 
l’équation d’Euler. La démarche consistait à associer l’état turbulent stationnaire aux solutions 
spécifiques, auto-similaires et périodiques, de l’équation d’Euler soumises aux symétries 
fondamentales de translation, de rotation et d’échelle. Pour un tel champ turbulent, il s’ensuit un 
résultat significatif : dans le cas homogène, la composition des transformations, liées aux 
symétries de translation, de rotation et d’échelle, équivaut à passer d’une épaisseur du filtrage de 
vitesse à une autre, plus grande. Cette propriété de passage « du micro à macro » a été appelée 
l’invariance de groupe de renormalisation. Elle a permit d’obtenir une forme renormalisée des 
équations de Navier-Stokes. Ici, la viscosité turbulente apparaît à partir de la viscosité laminaire 
et non suite aux contraintes de type Reynolds exprimées habituellement en fonction des 
gradients de vitesse moyens à l’aide de l’hypothèse de Boussinesq.  
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